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Algebra II. Examen V

Ejercicio 1. Sea A el grupo abeliano siguiente. Indique las descomposiciones Ciclica
Primaria y Ciclica de A, asi como su orden y el rango de su parte libre. Clasifique, in-
dicando sus descomposiciones Ciclicas Primaria y Ciclicas todos los grupos abelianos
del mismo orden que A.

10z + 12y +4z = 0
A—<x,y,z 8r+ 11y + 62z = O>

4o + 6y + 82 0

Ejercicio 2. Sea G = ((12 3 4)) < Ss.

1. Calcula el nimero de conjugados de (1 2 3 4) y demuestra que G no es normal
en 85.

2. Demuestra que G no es un 2-subgrupo de Sylow de Ss.
3. Construye un 2-subgrupo de Sylow de S5 que contenga a G.
Ejercicio 3. Sea G un grupo de orden 125.

1. Sea z un elemento de G de orden 25, y sea K = (z). Demuestra que K es
normal en G.

2. Sea y un elemento de G' que no estd en K y que tiene orden 5. Sea ahora
H = (y). Demuestra que G = K x H.

6

3. Prueba que Yx = z° es una accion de grupos de H en K.

4. Si se cumple yzy~! = 2% demuestra que (a,b | a* = b° = 1,ba = a®b) es una
presentacion de G.

Ejercicio 4. Demuestra que:
1. Ningun grupo de orden 390 es simple.
2. Ningtn grupo de orden 30 es simple.

3. Todo grupo de orden 390 es resoluble.
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Ejercicio 1. Sea A el grupo abeliano siguiente. Indique las descomposiciones Ciclica
Primaria y Ciclica de A, asi como su orden y el rango de su parte libre. Clasifique, in-
dicando sus descomposiciones Ciclicas Primaria y Ciclicas todos los grupos abelianos
del mismo orden que A.

10z + 12y +42z = 0
A—<x,y,z 8r+1ly+6z = 0 >
4r +6y+82 = 0

La matriz de relaciones de A es:

10 12 4
M=18 11 6
4 6 8

Calculamos su forma normal de Smith:

10 12 4\ (2 1 =2 2 -2\ .
M=[8 11 6] S s11 6|18 6| D
4 6 8 4 6 8 6 4 &) f=Hoh
1 2 _2 Cl=C3+2C 1 0 O F!=F,—2F: 1 0 0 F’*—(F —+4F: )
0 —14 28 —éi—i——i+ 0 —14 28| 22" 1o 2 —12| 22
0 —8 20/) @™ \op _8 20 0 —8 20
L0 0\ oo (L OO
02 —12)] =272 10 2 0
00 28 0 0 28

Por tanto, la descomposicion ciclica de A es:
A=Cy @ Oy
La descomposicion ciclica primaria de A es:
A=C, 00y Cy
El orden de A es:
|A| =2-28 =56
El rango de la parte libre de A es:
3—-3=0

Clasificamos ahora los grupos abelianos de orden 56 = 23 - 7. Estos se muestran
en la Tabla 1.

Ejercicio 2. Sea G = ((12 3 4)) < Ss.

1. Calcula el nimero de conjugados de (1 2 3 4) y demuestra que G no es normal
en Ss.
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Fact. Inv. | Div. element. | Desc. ciclica primaria | Desc. ciclica
23
( 7) dl =56 {23, 7} 08 @D C7 056
22 2 dy =28
(7 1 dlg —9 {22;2;7} 04@02@07 C28 X 02
9 9 dy =14
71 ) d2:2 {2;2;2;7} 02@02@02@07 014XCQXCQ
ds =2

Tabla 1: Grupos abelianos de orden 56.

Puesto que la conjugacion mantiene la estructura de las permutaciones, sabe-
mos que los conjugados de (1 2 3 4) son los 4— ciclos de S5. En total:

5-4-3-2

30
4

Por tanto, el nimero de conjugados de (1 2 3 4) es 30.

Veamos ahora que G no es normal en S5. Como |G| = 4, sea v un 4—ciclo de
S5\G. Como vy (12 34) son conjugados, sea 7 € S5 tal que 7(12 3 4)771 = ~.
Entonces:

(12347 ' =7¢ G = G«S;

. Demuestra que G no es un 2-subgrupo de Sylow de S5.
Como |S5] = 120 = 23 - 3 - 5, los 2-subgrupos de Sylow de S5 tienen orden 8.
Como |G| = 4, tenemos que G no es un 2-subgrupo de Sylow de Ss.

. Construye un 2-subgrupo de Sylow de S5 que contenga a G.

Simplemente, tenemos que construir un grupo de orden 8 que contenga a G.
Para no tener que realizar pruebas, buscaremos tomarlo isomorfo a D,. Como
(1234)* = (1), buscamos una transposicién 7 tal que los siguientes resultados
coincidan:

(1234)*=(1432)
7(1234)r = (1(1) 7(2) 7(3) 7(4))

Consideramos por tanto 7 = (2 4). De esta forma, por el Teorema de Dyck,
tenemos que:

Q=1{((1234),(24)) =D,

Tenemos por tanto que () es un 2-subgrupo de Sylow de S5 que contiene a G.

Ejercicio 3. Sea G un grupo de orden 125.
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1. Sea x un elemento de G de orden 25, y sea K = (). Demuestra que K es
normal en G.

Como [G : K| =5y 5 es el menor primo que divide a |G|, tenemos que K es
normal en G.

2. Sea y un elemento de GG que no esta en K y que tiene orden 5. Sea ahora
H = (y). Demuestra que G = K x H.

Supongamos que H N K # {1}. Por tanto, 3i € {1,2,3,4} tal que y’ € K.

Como ¢(5) = 4, tenemos que H = (y'), luego y € K, lo cual es una contradic-
cién. Por tanto, H N K = {1}.

Por el Segundo Teorema de Isomorfia, tenemos que:

H HK
= HK|=|H| - |K|=5-25=125= HK =
= S |HE| = H||K| =525 =125 = |G| = HK =G

Por tanto, G = K x H.

6

3. Prueba que Yx = z° es una accion de grupos de H en K.

Esto equivale a probar que:

0: H — Aut(k)
y — 0y
Oy): K — K
r — Yr =25

es un homomorfismo de grupos. Por el Teorema de Dyck, puesto que H = (y),
bastard con comprobar que 6°(y) = Idg.

0°(y)(z) = 25 = 27770 Ve e K

Dado z € K, tenemos que O(z) € {1,5,25}. En cualquier caso:

[E7776 — ZEI —r

Por tanto, 0°(y) = Idg, luego 6 es un homomorfismo de grupos, y por tanto
Yr = 2% es una accién de grupos de H en K.

1

4. Si se cumple yay~! = 2%, demuestra que (a,b | a*® = b°> = 1,ba = a®b) es una

presentacion de G.
Sea Q = (a,b | a®® = V®> = 1,ba = a®b). Sea f : Q — G el homomorfismo de
grupos definido por:

fla) =z

f0) =y

Comprobamos que z,y cumplen las relaciones de ):

¥ =1 Y =1 yr = 2% = yay ' =2°
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Por tanto, f es un homomorfismo de grupos. Ademas, como G = K x H,
tenemos que z,y generan (. Por tanto, f es sobreyectivo. Por tanto, |Q] >

G| = 125.

Por otro lado, como ba = a®b, tenemos que todo elemento de Q es de la forma
a't’,con 0 <1 <25y 0<j<5. Por tanto, |Q] < 25-5 = 125. Por tanto,
|Q| = |G| = 125. Por el Teorema de Dyck, tenemos que f es un isomorfismo
de grupos, luego G = Q).

G={a,b|a*® =" =1,ba = a)

Ejercicio 4. Demuestra que:

1. Ningin grupo de orden 390 es simple.

Sea GG un grupo de orden 390 = 2-3-5-13. Por el Segundo Teorema de Sylow,
tenemos que:

ni3 =1 mod 13

13 :>TL13€{1,3,6,,1’0/,,1/5,)30/}
ni3 ’ 30
Por tanto, n13 = 1, luego hay un tnico 13-subgrupo de Sylow de G, que por
ser tnico es normal. Ademads, como su orden es 13, es un subgrupo normal
propio de GG. Por tanto, G no es simple.

2. Ningtn grupo de orden 30 es simple.

Sea GG un grupo de orden 30 = 2 -3 - 5. Por el Segundo Teorema de Sylow,
tenemos que:

ns=1 mod 5
77,5‘6

}:>n5 S {1727376}

Por otro lado, tenemos que:

n3 =1 méd 3
ns | 10 }:>n3€ {1,2,5,10}

Supongamos que ns = 6 y nz = 10.

= Como ns = 6, tenemos que hay 6 5-subgrupos de Sylow, cada uno de
orden 5 (luego ciclicos). Ademas, la interseccién de dos 5-subgrupos de
Sylow es trivial, luego hay 6 - 4 = 24 elementos de orden 5.

» Como ng = 10, tenemos que hay 10 3-subgrupos de Sylow, cada uno de
orden 3 (luego ciclicos). Ademas, la interseccién de dos 3-subgrupos de
Sylow es trivial, luego hay 10 - 2 = 20 elementos de orden 3.

» Por tanto, hay 24 + 20 = 44 elementos de orden 5 o 3, pero |G| = 30.

Llegamos a una contradiccion, luego ns = 1 o ng = 1. Por tanto, hay un tnico
5-subgrupo de Sylow o un tnico 3-subgrupo de Sylow, que por ser unico es
normal. Ademads, como su orden es 5 o 3, es un subgrupo normal propio de G.
Por tanto, G no es simple.
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3. Todo grupo de orden 390 es resoluble.

Sea GG un grupo de orden 390. Como hemos visto en el primer apartado, hay
un unico 13-subgrupo de Sylow de G (llamémoslo P3), que es normal.

Consideramos por tanto G/ P;3. Sabemos que Pj3 es abeliano, luego resoluble.
Estudiamos ahora el cociente:

G 390

G/Py| = 1L =272 _ 3
G/ Ps| 1P|~ 13

Por tanto, por el apartado anterior, G/P3 tiene un grupo (llamémoslo H)
normal propio de orden 3 o 5. En cualquier caso, H es abeliano, luego resoluble.

Ademas: /P G/Py) -
13 13
= =—€2-{3,5}
‘ q |H]| |H]|
Por tanto, G/;” es de la forma pq, con p, ¢ primos distintos, es resoluble. Como

H también es resoluble, tenemos que G/Py3 es resoluble.

Como Pi3 es resoluble y GG/ Py3 es resoluble, tenemos que G es resoluble.



